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摘 要: 本文研究了一类线性常时滞时变系统的有限时间有界与输入-输出有限时间稳定性问题,通过构造Lyapunov泛

函,并利用时变的矩阵不等式,分别获得了线性常时滞时变系统的有限时间有界和输入-输出有限时间稳定的充分条件。
同时,设计了状态反馈控制器,使得闭环系统有限时间有界且输入-输出有限时间稳定,并通过仿真算例验证了本文方法的

有效性。
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  有限时间稳定是非常经典的数学概念[1-4],该概念

可以追溯到20世纪60年代,在1961年首次被提出[1]。
在随后的研究中,有限时间稳定性理论逐渐受到学者

们的广泛关注。在一些工程领域,如航空航天控制系

统、采样控制系统和机械控制系统,有限时间稳定有着

非常广泛的应用[5-8]。
目前,有限时间稳定性理论大概可以分为两类:一

类是由Bhat和Bernstein提出的有限时间收敛性[9],有
限时间收敛理论表明,在系统满足Lyapunov渐近稳定

性的前提下,系统状态在一个相对有限的周期内收敛

到平衡点[10-11];另一种类型的有限时间稳定性理论是

由Amato等[12]提出的,根据该理论,如果初始状态是

范数有界的,则系统的状态在给定的有限时间区间内

不超过预定的边界。本文研究的是第二种类型。
有限时间有界性理论表明,如果初始状态和外部

输入是有界的,则系统状态在预先给定的有限周期内

不会超过预定的边界[13-15],因此,有限时间稳定是有限

时间有界的一种特例。文献[16-17]研究了异步切换系

统的输入-输出有限时间稳定性问题。Amato
 

和Ario-
la将上述方法推广到线性离散系统中,得出了输出反

馈控制器的设计条件[18]。Van
 

Mellaer对随机系统的

有限时间稳定控制进行了研究[19]。之后,又有大批学

者取得了有关有限时间稳定性的显著成果,文献[20]
研究了时滞跳变系统的有限时间稳定性问题,文献[21-
22]研究了带有增益控制的有限时间有界性问题。虽

然有限时间稳定性的相关研究已取得了丰富的研究成

果,然而这些结果主要集中在线性定常系统,而对线性

时变系统还较少检索到相关的研究工作。
本文在前人研究的基础上,将有限时间稳定性理

论推广到线性常时滞时变系统。首先,通过选取合适

的Lyapunov泛函,以时变的矩阵不等式形式给出有限

时间稳定的充分条件;其次,提出了状态反馈控制器的

设计方法;最后,通过仿真算例验证了这种控制器的可

行性。
文中用到一些符号,其中 Rn 表示n 维实向量空

间。Rn×n 表示全体n×n 维实矩阵的集合,A<0
≤0  表示A 是对称负定(半负定)矩阵,AT 表示矩阵

A 的转置,A-1 表示矩阵A 的逆,λmax(A)表示矩阵A
的最大特征值,λmin(A)表示矩阵A 的最小特征值,

Ln
2 0,+∞  表示n维L2空间。

1 问题描述与预备知识

考虑如下线性连续常时滞时变系统:
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x
·
(t)=A(t)x(t)+Ad(t)x(t-d)+
   B(t)u(t)+G(t)w(t),
y(t)=C(t)x(t),
x(t)=Φ(t),t∈[-d,0]。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(1)

式中:A(t),B(t),G(t),C(t),Ad(t)是具有适当维数

的时变矩阵;d 为状态时滞;Φ(t)为初始条件;x(t)∈
Rn 是状态变量;u(t)∈Rm 是控制输入;y(t)∈Rl 是控

制输出;w(t)∈Ln
2[0,+∞)是外部扰动。

定义1 给定标量c1<c2,T>0,矩阵R>0,矩阵S1>
0,

 

称系统(1)关于(c1,c2,T,R,S1)是有限时间有界

的,如果系统满足以下条件:

w(t)∈L2[0,T]:∫
T

0
wT(t)S1w(t)dt≤1, (2)

有

maxxT(s)Rx(s)  ≤c1,s∈ -d,0  ⇒
xT(t)Rx(t)≤c2,∀t∈[0,T]。 (3)

定义2 对于给定常数T>0,矩阵S1>0,S2>0,称系

统(1)关于 T,S1,S2  是输入-输出有限时间稳定的,如
果在零初始条件下,对于扰动输入w(t),系统满足

 

∫
T

0
wT(t)S1w(t)dt≤1⇒

yT(t)S2y(t)≤1,∀t∈ 0,T  。 (4)
问题描述:对于系统(1),给定正数c1,c2,T,其中

c1<c2,矩阵R>0和矩阵S1>0,S2>0,设计状态反馈

控制器

u(t)=K(t)x(t), (5)
使得闭环系统

x
·
(t)=A

-
(t)x(t)+Ad(t)x(t-d)+G(t)w(t),

y(t)=C(t)x(t),
x(t)=Φ(t),t∈[-d,0],

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁

(6)
关于(c1,c2,T,R,S1)是有限时间有界的,且对(T,S2)

是输入-输出有限时间稳定的,其中A
-
(t)=A(t)+

B(t)K(t)。

2 主要结论

2.1
 

有限时间有界

本小节主要考虑当ut  =0时系统(1)的有限时

间有界性,主要结果由以下定理给出。
定理1(有限时间有界的充分条件) 给定正数c1,c2,
T,其中c1<c2,矩阵R>0,S1>0。当ut  =0时系统

(1)关于(c1,c2,T,R,S1)是有限时间有界的,如果存在

一个标量α>0和正定对称矩阵Q1(t),Q2(t)∈Rn×n,
满足∀t∈ 0,T  

 

有:

θ(t) Q
~
1(t)Ad(t)Q

~
1(t)G(t)

Ad
T(t)Q

~
1(t) -eαdQ

~
2(t) 0

GT(t)Q
~
1(t) 0 -S1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 <0

,

(7)

eαT[1+λmax(Q1(0))c1-
1
αc1λmax(Q2(0))+

1
αc1λmax(Q2(0))eαd]<c2λmin(Q1(t)),

(8)

Q
~
·

2(t)≤0, (9)

式中:Q
~
1(t)=R

1
2Q1(t)R

1
2,Q

~
2(t)=R

1
2Q2(t)R

1
2,

θ(t)=AT(t)Q
~
1(t)+Q

~
1(t)A(t)-αQ

~
1(t)+Q

~
2(t)+

Q
~
·

1(t)。
 

证明 选取Lyapunov泛函为

V(x(t))=xT(t)Q~1(t)x(t)+

∫
t

t-d
eα(t-s)xT(s)Q~2(t)x(s)ds,

 

则V(x(t))沿着系统(1)求导,可得:

V
·

=xT(t)AT(t)Q
~
1(t)x(t)+xT(t)Q

~
1(t)A(t)x(t)+

xT(t)Q
~
1(t)Ad(t)x(t-d)+xT(t)Q

~
1(t)G(t)w(t)+

xT(t-d)AT
d(t)Q

~
1(t)x(t)+wT(t)GT(t)Q

~
1(t)x(t)+

xT(t)Q
~
2(t)x(t)-eαdxT(t-d)Q

~
2(t)x(t-d)-

αxT(t)Q~1(t)x(t)+αV+xT(t)Q~
·

1(t)x(t)+

∫
t

t-d
eα(t-s)xT(s)Q~

·

2(t)x(s)ds。

将V
·

表示成矩阵的形式:

V
·
(x(t))=

x(t)
x(t-d)
w(t)  

T

·

θ(t) Q
~
1(t)Ad(t)Q

~
1(t)G(t)

AT
d(t)Q

~
1(t) -eαdQ

~
2(t) 0

GT(t)Q
~
1(t) 0 0  ·

x(t)
x(t-d)
w(t)  +αV+∫

t

t-d
eα(t-s)xT(s)Q~

·

2(t)x(s)ds。
 

V
·

-αV-wT(t)S1w(t)=

x(t)
x(t-d)
w(t)  

T θ(t) Q~1(t)Ad(t)Q~1(t)G(t)

AT
d(t)Q

~
1(t) -eαdQ~2(t) 0

GT(t)Q~1(t) 0 0  ·
x(t)
x(t-d)
w(t)  -x(t)

x(t-d)
w(t)  

T0 0 0
0 0 0
0 0 -S1  ·

461
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x(t)
x(t-d)
w(t)  +∫t

t-d
eα(t-s)xT(s)Q~

·

2(t)x(s)ds=

x(t)
x(t-d)
w(t)  

T θ(t) Q~1(t)Ad(t)Q~1(t)G(t)

AT
d(t)Q

~
1(t) -eαdQ~2(t) 0

GT(t)Q~1(t) 0 -S1  ·
x(t)
x(t-d)
w(t)  +∫t

t-d
eα(t-s)xT(s)Q~

·

2(t)x(s)ds。

根据定理条件(7)则有

V
·

-αV-wT(t)S1w(t)<0,
即

V
·

-αV<wT(t)S1w(t)。
将不等式的两边同时乘以e-αt,可得

d
dte

-αtVx(t)    <e-αtwT(t)S1w(t)。

将上述不等式从0到t进行积分可得

e-αtV(x(t))-V(x(0))<∫
t

0
e-αswT(s)S1w(s)ds,

注意到α>0,我们可得

e-αtV(x(t))-V(x(0))<∫
t

0
wT(s)S1w(s)ds≤1,

即

V(x(t))<eαt(1+V(x(0))),
则由上式可得

xT(t)Q~1(t)x(t)<xT(t)Q~1(t)x(t)+

∫
t

t-d
eα(t-s)xT(s)Q~2(s)x(s)ds<

eαt[1+xT(0)Q~1(0)x(0)+

∫
0

-d
e-αsxT(s)Q~2(0)x(s)ds]。

又由Q
~
1(t)=R

1
2Q1(t)R

1
2,Q

~
2(t)=R

1
2Q2(t)R

1
2,可得

λmin(Q1(t))xT(t)Rx(t)<

eαt[1+λmax(Q1(0))c1+λmax(Q2(0))∫
0

-d
e-αsc1ds]=

eαt[1+λmax(Q1(0))c1+c1λmax(Q2(0))∫
0

-d
e-αsds]=

eαt[1+λmax(Q1(0))c1-c1λmax(Q2(0))
1
α
(1-eαd)]≤

eαT[1+λmax(Q1(0))c1-
1
αc1λmax(Q2(0))+

1
αc1λmax(Q2(0))eαd]。

因此

xT(t)Rx(t)<

eαT[1+λmax(Q1(0))c1-
1
αc1λmax(Q2(0))+

1
αc1λmax(Q2(0))eαd]

λmin(Q1(t)) <

c2,∀t∈[0,T]。
由定 义 1 可 知,当 u t  =0 时 系 统 (1)关 于

c1,c2,T,R,S1  是有限时间有界的。

2.2
 

输入-输出有限时间稳定

本小节主要研究系统(1)的输入-输出有限时间稳

定性,主要结果由以下定理给出。
定理2(输入-输出有限时间稳定的充分条件) 给定标

量T>0,矩阵S1>0,S2>0,当ut  =0时系统(1)关
于(T,S1,S2)是输入-输出有限时间稳定的,如果存在

标量α>0,β>0与正定对称矩阵Q1(t),Q2(t)∈Rn×n,

∀t∈ 0,T  满足公式(7)、(9)及以下条件:

CT(t)S2C(t)≤βQ
~
1(t), (10)

βeαT≤1, (11)

式中:Q
~
1(t)=R

1
2Q1(t)R

1
2;Q

~
2(t)=R

1
2Q2(t)R

1
2。

证明 选取Lyapunov泛函为

V(x(t))=xT(t)Q~1(t)x(t)+

∫
t

t-d
eα(t-s)xT(s)Q~2(t)x(s)ds,

由定理1的证明可知

e-αtV(x(t))-V(x(0))<∫
t

0
e-αswT(s)S1w(s)ds,

注意到零初始条件,可得

V(x(t))<eαt∫
t

0
e-αswT(s)S1w(s)ds,

则有

yTt  S2y(t)=xT(t)CT(t)S2C(t)x(t)≤

βxT(t)Q~1(t)x(t)≤βV(x(t))≤

βeαt∫
t

0
e-αswT(s)S1w(s)ds≤βeαt≤βeαT。

故

yT(t)S2y(t)<1。
由定义2可知,当ut  =0时线性常时滞系统(1)关于

(T,S1,S2)是输入-输出有限时间稳定的。

2.3
 

控制器设计

本小节将根据以上的定理条件,给出闭环系统控

制器(5)的设计方法。
定理3 如果存在标量α>0,β>0,Q1(t)>0,Q2(t)>
0和矩阵Lt  ∈Rn×n,∀t∈ 0,T  ,满足(8)—(11)式
及以下条件:

θ1(t) Q
~
1(t)Ad(t)Q

~
1(t)G(t)

AT
d(t)Q

~
1(t) -eαdQ

~
2(t) 0

GT(t)Q
~
1(t) 0 -S1  <0,

(12)
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则存在状态反馈控制器(5),使得闭环系统(6)关于

c1,c2,T,R,S1  是有限时间有界且关于 T,S1,S2  是

输入输出有限时间稳定的,其中,
   

K(t)=L(t)Q
~-1
1 (t), (13)

且Q
~
1(t)=R

1
2Q1(t)R

1
2,Q

~
2(t)=R

1
2Q2(t)R

1
2,

θ1(t)=AT(t)Q
~
1(t)+Q

~
1(t)A(t)-αQ

~
1(t)+

Q
~
2(t)+Q

~
1(t)B(t)L(t)Q

~-1
1 (t)+

Q
~-1
1 (t)LT(t)BT(t)Q

~
1(t)+Q

~
·

1(t)。
 

证明 当K(t)=L(t)Q
~-1
1 (t)时,A

-
(t)=A(t)+B(t)·

L(t)Q
~-1
1 (t),

 

θ1(t)=A
-
T(t)Q

~
1(t)+Q

~
1(t)A

-
(t)-

αQ
~
1(t)+Q

~
2(t)+Q

~
·

1(t)。
由(8),(9),(12)式及定理1可知,闭环系统(6)是

有限时间有界的,由(10)—(12)
 

式及定理2知闭环系

统(6)是输入-输出有限时间稳定的。

3 仿真举例

本节中,我们将给出一个数值例子来说明所给结

果的有效性。
考虑线性系统(1),参数如下:
c1=0.1,c2=3,T=3,d=0.1,S1=0.2,S2=0.1,

w(t)=0.1sin(t),R=I=
1 0
0 1  ,

A=
-5 2
-3 2  , 

Ad=
-0.1 0.2+0.1sin(t)
-0.5 -0.1  ,

G=
0.5
0  , 

B=
0
-1  , 

C=1 0  。

图1是系统(1)在无控制和x(0)= -1 1  T 下

的系统状态。由于Q1(t),Q2(t),K(t)是连续时变的,

图1 开环系统的x(t)的轨迹
 

Fig.1 Trajectory
 

of
 

x(t)
 

of
 

the
 

open-loop
 

system

因此不能直接求解。为了便于计算,我们将时间区间

离散成等间隔的子区间。如果子区间的长度足够小,
则连续函数可以用分段函数逼近。具体地说,将

0,T  离散为等间隔时间ti(i=0,1,2,…,N),其中

t0=0,tN=T,tk-tk-1=ε=T/N。当ε足够小时,在

tk-1 ,tk 上,时变矩阵函数Q1(t),Q2(t),K(t)可表示

为Q1(t)=Q1(tk),Q2(t)=Q2(tk),
 

K(t)=K(tk)
 

因

此,为了方便仿真,我们可以将Q
·
1(t)与Q

·
2(t),K

·(t)分
别表 示 为 (Q1 (tk)-Q1 (tk-1))/ε,(Q2 (tk)-
Q2(tk-1))/ε,(K(tk)-K(tk-1))/ε。

通过定理3,我们设计了一个使系统有限时间稳定

的状态反馈控制器,图2即为状态反馈控制器的时间

轨迹。由图3、4、5可知,在状态反馈控制器下,系统在

0~3
 

s内满足xT(t)Rx(t)≤3,yT(t)S2y(t)≤1,从而

是有限时间有界且输入-输出有限时间稳定的。

图2 控制器K(t)的变化轨迹

Fig.2 Trajectory
 

of
 

K(t)
 

of
 

the
 

controller

图3 闭环系统的x(t)的轨迹

Fig.3 Trajectory
 

of
 

x(t)
 

of
 

the
 

closed-loop
 

system

661
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图4 闭环系统的xT(t)Rx(t)的轨迹

Fig.4 Trajectory
 

of
 

xT(t)Rx(t)
 

of
 

the
 

closed-loop
 

system
 

图5 闭环系统的yT(t)Sy(t)的轨迹

Fig.5 Trajectory
 

of
 

yT(t)Sy(t)
 

of
 

the
 

closed-loop
 

system
 

4 结语

本文通过构造Lyapunov泛函,给出了线性常时滞

时变系统有限时间有界和输入-输出有限时间稳定的充

分性条件,并设计了状态反馈控制器,最后通过仿真算

例验证了定理条件的有效性。
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Stability
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System
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Sun
 

Minhui
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Qingdao
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China)

Abstract: In
 

this
 

paper,
 

we
 

discuss
 

the
 

finite-time
 

boundedness
 

and
 

input-output
 

finite
 

time
 

stability
 

problems
 

of
 

time-varying
 

linear
 

system
 

with
 

constant
 

delay.
 

By
 

constructing
 

Lyapunov
 

functional
 

and
 

using
 

the
 

time-varying
 

matrix
 

inequality,
 

sufficient
 

conditions
 

are
 

given
 

for
 

the
 

finite-time
 

boundedness
 

and
 

the
 

input-output
 

finite-time
 

stability
 

of
 

time-varying
 

linear
 

system
 

with
 

constant
 

delay.
 

At
 

the
 

same
 

time,
 

the
 

corresponding
 

state
 

feedback
 

controller
 

is
 

designed
 

to
 

make
 

the
 

closed-loop
 

system
 

finite-time
 

bounded
 

and
 

input-output
 

finite-time
 

stable.
 

Finally,
 

a
 

simulation
 

example
 

is
 

provided
 

to
 

verify
 

the
 

feasibility
 

and
 

effectiveness
 

of
 

the
 

proposed
 

method.
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