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摘 要: 本文研究了一类具有变指数源项的Petrovsky方程解的爆破性质。在初始能量有界的情况下,作者运用能量泛
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0 引言

本文考虑一类具有变指数源项的Petrovsky方程

的初边值问题

utt+Δ2u-M ‖

Δ

u‖22  Δu+ut
m(x)-2ut=|u|p(x)-2u,

      x,t  ∈Ω×0,T  

u(x,t)=∂ux,t  
∂v =0,(x,t)∈∂Ω×0,T  

u(x,0)=u0(x),ut(x,0)=u1(x),
 

x∈Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

(1)
其中Ω 在RN(N≥1)中的光滑有界区域,v是∂Ω 的单

位向外法向量,u0 x  ∈H2
0 Ω  ,u1 x  ∈L2 Ω  ,

M(s)=a+bsγ 是正的C1类函数,a>0,b>0,γ≥1,幂
指数m(x)和p(x)是Ω 上的可测函数,满足对任意

x∈Ω,有
m x  ∈ m-,m+  ⊂1,∞  ,

px  ∈ p-,p+  ⊂1,∞  ,
且同时满足log-Hölder连续条件,即对A>0和任意

0<δ<1,当任意x,y∈Ω 且|x-y|<δ时,式子

qx  -qy  ≤-
A

logx-y
成立,其中

m- ess
 

inf
x∈Ω

 m x  ,m+ ess
 

sup
x∈Ω

 m x  ,

p- ess
 

inf
x∈Ω

 px  ,p+ ess
 

sup
x∈Ω

 px  。

众所周知,Petrovsky方程可以用来描述物理、工
程、化学、材料科学和其他科学中的各种问题。因此,
许多学者对于Petrovsky方程的解在何种情况下爆破

进行了深入的研究。
文献[1]研究了具有非线性阻尼项的半线性

Petrovsky方程

utt+Δ2u+aut ut
m-2=bu|u|p-2,x,t  ∈Ω×0,∞  

u(x,t)=∂νu(x,t)=0,(x,t)∈∂Ω×0,∞  

u(x,0)=φ(x),ut(x,0)=φ(x),x∈Ω

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,

其中a,b为正常数。作者证明了其局部弱解的存在

性,并证明了当初始能量为负且p>m 时,解在有限时

间内爆破,当m≥p 时,解是全局解。文献[2]推广了

上述结果,并证明了在某些条件下,不论m 和p之间的

大小关系,解都是全局的,他们还证明了当p>m 且初

始能量非负时,局部解在有限时间内爆破,并给出了能

量函数的衰减估计和解的存在时间的上下界估计。
文献[3-5]研究了以下具有线性阻尼项的超线性双

曲方程

utt-Δu-ωΔut+μut=|u|p-2u,x,t  ∈Ω×0,T  

u(x,t)=0,(x,t)∈∂Ω×0,T  
u(x,0)=u0(x),ut(x,0)=u1(x),x∈Ω

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,

其中ω≥0,μ>-ωλ1,λ1 是-Δ算子在齐次Dirichlet
边界条件下的第一特征值。作者通过采用带ε>0的

Young不等式来处理嵌入不等式不成立的情况,并建
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立微分不等式,证明了爆破结果并得到了爆破时间的

下界。本文中也将借鉴此方法来得到问题(1)的爆破

时间的下界。
随着数学理论的迅速发展,具有变指数源项的非

线性偏微分方程的研究越来越受到重视。文献[6]在
以上方程的基础上,考虑了以下具有变指数源项的二

阶Petrovsky方程:

utt-Δu+aut
m(x)-2ut=b|u|p(x)-2u,

    x,t  ∈Ω×0,T  
u(x,t)=0,(x,t)∈∂Ω×0,T  
u(x,0)=u0(x),ut(x,0)=u1(x),x∈Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

其中a,b 为正常数。在适当的假设下,利用Faedo-
Galerkin方法证明了弱解的存在唯一性,并证明了解在

有限时刻发生爆破。
文献[7]考虑了以下具有变指数源项的四阶

Petrovsky方程

utt+Δ2u-M ‖

Δ

u‖22  Δu+ ut
p(x)-2ut=

   |u|q(x)-2u,x,t  ∈Ω×0,T  
u(x,t)=∂νu(x,t)=0,(x,t)∈∂Ω×0,T  

u(x,0)=u0(x),ut(x,0)=u1(x),x∈Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

其中M(s):[0,∞)→[0,∞)是局部Lipschitz连续函

数,即
Ms1  -Ms2  ≤Ls1-s2 ,s1,s2∈ 0,∞  。

作者通过Banach不动点定理、Faedo-Galerkin方法及

修正不等式技巧,在适当的假设下证明了解的局部存

在性,具有负初始能量E(0)<0解的爆破现象且给出

了爆破时间的上界估计。
文献[8]研究了以下Kirchhoff型黏弹性双曲方程:

ut
ρutt-M ‖

Δ

u‖22  Δu+

 ∫
t

0
g(t-τ)Δu(τ)dτ+ut

m(x)-2ut=

|u|p(x)-2u,(x,t)∈Ω×(0,T)
u(x,t)=0,(x,t)∈∂Ω× 0,T  
u(x,0)=u0(x),ut(x,0)=u1(x),x∈Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

其中M(s)=m0+bsγ 是正的C1 类函数。作者通过构

造合适的函数来处理这类具有变指数源项的问题,并
得到了初始能量为正时解的爆破时间的上界。

受文献[3-8]的启发,本文在初始能量有界的情况

下,证明了解在有限时刻发生爆破,并通过构造微分不

等式给出了爆破时间的上界,并进一步给出了爆破时

间的下界。

1 准备工作

首先介绍空间Lp(x)(Ω)
 

(参考文献[9-11])。令:

p:Ω→(1,∞)是可测函数, (2)
引入以下记号:

Lp(x)(Ω)= f在Ω 上可测:∫Ω
|f|p(x)dx<∞  ,

‖f‖p(x)=infλ>0:∫Ω
|f
λ|p(x)dx≤1  。

其中,p(x)满足以下条件:

p(x)∈ p-,p+  ⊂(1,∞)
  

a.e.
 

x∈Ω。 (3)
引理1 设(2)和(3)式成立,则对任意f∈Lp(x)Ω  ,有

min ‖f‖p-

p(x),‖f‖p|+
p(x)  ≤∫Ω

|f|p(x)dx≤

max ‖f‖p-

p(x),‖f‖p+

p(x)  。
引理2 设p(x)和q(x)满足(2)和(3)式,若p(x)≥
q(x)

 

a.e.
 

x∈Ω,则有连续的嵌入 Lp(x)(Ω)→
Lq(x)(Ω),且嵌入常数小于或等于1+ Ω 。

首先给出问题的弱解的定义。
定义1 若u∈L∞ 0,T;H2

0Ω    ,ut∈L∞(0,T;

L2Ω  )∩Lm- 0,T;Lm(x)Ω    ,且 对 任 意 v∈
C∞
0 Ω  ,t∈(0,T),都有:
(utt,v)+(Δu,Δv)+(M ‖

Δ

u‖22  

Δ

u,

Δ

v)+
(ut

m(x)-2ut,v)=(|u|p(x)-2u,v),
则称u为问题(1)的弱解。
注1:弱解的局部存在性可通过Faedo-Galerkin方法得

到,参见文献[7]中定理5,在本文中不作证明。问题

(1)的解的局部存在性如下所示。
定理1 设u0∈H2

0(Ω),u1∈H2
0(Ω)且

2≤m-≤m(x)≤m+<
∞, 当N≤4时,
2N
N-4

, 当N≥5时, (4)

2<p-≤p(x)≤p+<
∞, 当N≤4时,

2N-2  
N-4

, 当N≥5时, 
(5)

则问题(1)存在唯一局部弱解

u
 

u(x,t)∈L∞ 0,T;H2
0(Ω)  

且

ut∈L∞ 0,T;(Ω)  ∩Lm- 0,T;Lm(x)(Ω)  。
定义序列

α1 B2
1  

-2
p--2,

E1
1
2-

1
p-  αp-

2
1 ,

且B1=max{1,B},其中B 是嵌入H2
0(Ω)→Lp(x)(Ω)

的嵌入常数,即存在常数B 使得

‖u‖p(x)≤B‖Δu‖2,∀u∈H2
0Ω  。 (6)

定义能量泛函

E(t)=12‖ut‖22+
1
2‖Δu‖

2
2+

a
2‖

Δ

u‖22+

911
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0
 

2
 

5
 

年

b
2γ+1  ‖

Δ

u‖2(γ+1)
2 -∫Ω

1
px  |u|p(x)dx,

(7)
若u是问题(1)的弱解,求导得

E'(t)=-∫Ω
ut

m(x)dx≤0。 (8)

引理3 设E(0)<E1且

2<p-≤p(x)≤p+<
∞, 当N≤4时,

2N2-2  
N(N-2)

, 当N≥5时, 
(9)

设u是问题(1)的解,则
(Ⅰ)对B2

1‖Δu0‖22>α1,存在常数α2>α1 使得对

∀t≥0有

B2
1‖Δu‖22≥α2。 (10)

(Ⅱ)对B2
1‖Δu0‖22<α1,存在常数0<α2􀮨<α1 使得对

∀t≥0有

B2
1‖Δu‖22≤α2􀮨。 (11)

证明 由(6)、(7)式和引理1,得

E(t)≥12‖Δu‖
2
2-
1
p-max‖u‖p+

p(x),‖u‖p-
p(x)  ≥

1
2‖Δu‖

2
2-
1
p-maxBp+‖Δu‖p+

2 ,Bp-‖Δu‖p-
2  ≥

1
2B2

1
α-1

p-maxα
p+
2 ,α

p-
2  Gα  , (12)

其中α α(t)=B2
1‖Δu‖22,则G(α)满足

G'(α)=

1
2B2

1
-p+

2p-α
p+-2
2 ,

 

α>1

1
2B2

1
-12α

p--2
2 ,

 

0<α<1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

,

G'+(1)=
1
2B2

1
-p+

2p-<0,

G'-(1)=
1
2B2

1
-12<0

,

G'α1  =0,0<α1<1。
因此G(α)在0<α<α1 上严格递增,在α1<α上递减,
当α→+∞时,Gα  →-∞且Gα  =E1。

因为E0  <E1,存在α2 和α2􀮨 且α2>α1>α2􀮨,使

得Gα2  =G α2􀮨  =E0  ,令α0 B2
1‖Δu0‖22,则

Gα0  ≤E(0)=Gα2  <Gα2􀮨  。 (13)
(Ⅰ)若B2

1‖Δu0‖22>α1则(13)式得α0≥α2,采用反证

法证明(10),对t0>0,αt0  <α2,由α(t)的连续性取

t0 使 得 α1 <α t0  <α2,有 E (0)=G α2  <
Gαt0    ≤Et0  ,这与(8)式矛盾。

(Ⅱ)若B2
1‖Δu0‖22<α1,则由(13)式得α0≤α2􀮨,与(1)

式相似,用反证法,对t0>0,αt0  >α2􀮨,由α(t)的连续

性,取t0 使得α2􀮨<αt0  <α1,有E(0)=G α2􀮨  <
Gαt0    ≤Et0  ,这与(8)式矛盾。
引理4 令 H (t)=E2-E(t)≥0,其中 E2∈
E(0),E1  且与E(0)足够近,即

E0  -E2<μ,∀μ>0,
若对任意t≥0,引理3(Ⅰ)成立,则

0<H(0)≤H(t)≤∫Ω

1
px  |u|p(x)dx≤

1
p-∫Ω

|u|p(x)dx。

证明 由(8)式得H(t)关于t是不增的,所以对t>0,
Ht  ≥H 0  =E2-E0  >0。由(7)和(10)式得

H(t)≤E2-
1
2‖Δu‖

2
2+∫Ω

1
px  |u|p(x)dx≤

E2-
α2
2B2

1
+∫Ω

1
p(x)|u|p(x)dx≤

E1-
α1
2B2

1
+∫Ω

1
px  |u|p(x)dx≤

∫Ω

1
px  |u|p(x)dx。

注2:在引理4中,令 H t  =E2-Et  ,其中E2∈
E(0),E1  与E(0)足够近,必要性可以在定理2的证

明中得到。

2 爆破规则和爆破时间的上界

定理2 令(9)式和maxm+,2(γ+1)  <p-成立,设
B2
1‖Δu0‖22>α1,E0  <E1,

则问题(1)的解u在有限时间T*以 lim
t→T*-

‖u‖p(x)=

+∞的方式爆破,且爆破时间T*满足

T*≤F
- σ
1-σ(0)

M1

M2

1-σ
σ
,

其中

0<σ≤min p--m+

p- m+-1  
,p

--2
2p- ,

γ
γ+1  <12,

M1和M2将在(20)和(28)式中给出。
证明 对t≥0,令H(t)=E2-Et  。
定义辅助函数

Ft  =H1-σt  +ε∫Ω
utudx,

证明将以三个步骤展开。
(Ⅰ)估计F'(t)。

对F(t)求导并结合(1)式,取0<ε1<1,

F't  =1-σ  H-σt  H't  +ε‖ut‖22-
ε‖Δu‖22-εa‖

Δ

u‖22-εb‖

Δ

u‖2(γ+1)2 -

ε∫Ω
ut

m(x)-2utudx+ε∫Ω
|u|p(x)dx-

εp- 1-ε1  H(t)+εp- 1-ε1  H(t)≥

021
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1-σ  H-σt  H't  +ε1+p- 1-ε1  
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ‖ut‖22+

ε p- 1-ε1  
2 -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ‖Δu‖22+

εa p- 1-ε1  
2 -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ‖

Δ

u‖22+

εb p- 1-ε1  
2r+1  -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ‖

Δ

u‖2(γ+1)
2 -

ε∫Ω
ut

m(x)-2utudx-εp- 1-ε1  E2+

εε1∫Ω
|u|p(x)dx+εp- 1-ε1  Ht  。 (14)

由ε2>1的Young不等式、引理1、嵌入Lp(x)(Ω)→
Lm(x)(Ω)和H'(t)=-E'(t)可得

∫Ω
ut

m(x)-2utudx≤ε2H-σ(t)∫Ω
ut

m(x)dx+

1
εm--1
2
∫Ω

|u|m(x)Hσ[m(x)-1](t)dx≤ε2H-σt  H't  +

C2Hσ(m+-1)t  
εm-
2 -1

max ‖u‖m+

p(x),‖u‖m
p(x)  ≤

ε2H-σ(t)∫Ω
ut

m(x)dx+

Cσ(m--m+)
1 Hσ(m+-1)(t)

εm-1
2 ∫Ω

|u|m(x)dx≤

ε2H-σ(t)∫Ω
ut

m(x)dx+

C2Hσ(m+-1)(t)

εm--1
2

max ‖u‖m+

p(x),‖u‖m-

p(x)  。 (15)

其中C1=min{H (0),1},C2=(1+|Ω|)m
+ ·

Cσ(m--m+)
1 。

另一方面,由引理1和引理4可得

‖u‖m+

p(x)≤max∫Ω
|u|p(x)dx  

m+

p+ ,

∫Ω
|u|p(x)dx  

m+

p- ≤
max p- H(t)  

m+

p+-m+

p-,1  ∫Ω
|u|p(x)dx  

m+

p-,

‖u‖m-

p(x)≤max p- Ht    
m-
p+-m+

p-
 ,

p- Ht    
m--m+

p-
 ·∫Ω

|u|p(x)dx  
m+

p-,

这意味着

max ‖u‖+
p(x),‖u‖-

p(x)  ≤C3∫Ω
|u|p(x)dx  

m+

p-,

(16)
其中

C3=2minp-H(0),1    
m-

p+
-m+

p-。

又由0<σ≤ p--m+

p- m+-1  
和引理4得

Hσ(m+-1)(t)max‖u‖m+
p(x),‖u‖m-

p(x)  ≤

C3Hσ(m+-1)(t)∫Ω
|u|p(x)dx  

m+

p-
=

C3
H

σ(m+-1)+m+
p-

-1
t  

H
σ(m+-1)+m+

p--1
0  

H
1-m+

p-
t  ·

H
σ(m+-1)+m+

p--1
0  ∫Ω

|u|p(x)dx  m
+

p- ≤

C3
1
p-  1-

m+

p-

∫Ω
|u|p(x)dx  1-

m+

p-·

H
σ(m+-1)+m+

p--10  ∫Ω
|u|p(x)dx  

m+

p-
≤

C3
1
p-  1-

m+

p-

C
σ(m+-1)+m+

p--1

1 ∫Ω
|u|p(x)dx。 (17)

由(14)、(15)和(17)式可得

F't  ≥1-σ-εε2  H-σt  H't  +
εp- 1-ε1  Ht  -εp- 1-ε1  E2+

ε1+p
- 1-ε1  
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ‖ut‖22+εp- 1-ε1  
2 -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ‖Δu‖22+

εε1-
σ

σ(m+-1)++m+

p--1

1 C2C3
1
p-  1-

m
p-

εm--1
2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁∫Ω

|u|p(x)dx+

εa p- 1-ε1  
2 -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ‖

Δ

u‖22+

εb p- 1-ε1  
2r+1  -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ‖

Δ

u‖2(γ+1)2 。 (18)

取0<ε1<p
--2(γ+1)

p- <p
--2
p- 足够小,并取E2∈

E(0),E1  与E(0)足够接近使得

E2≤
1
2-

1
p- 1-ε1  

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 α
p-
2
1 <E1。

由引理3(Ⅰ)得

εp- 1-ε1  
2 -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ‖Δu‖22-εp- 1-ε1  E2≥

εp- 1-ε1  
2 -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 α2
B2
1
-εp- 1-ε1  E2≥

εp- 1-ε1  
2 -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 α
p-
2
1 -εp- 1-ε1  E2≥0。

取常数ε2使得

ε1>
C

σ m+-1  +m+
p--1

1 C2C3
1
p-  1-

m+

p-

εm--1
2

,

取足够小的ε,使得1-σ>εε2,则(18)式可以写成
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F't  ≥M1‖ut‖22+H(t)+‖

Δ

u‖2(γ+1)
2 +

‖

Δ

u‖22+∫Ω
|u|p(x)dx。 (19)

其中

M1=εmin{1+p- 1-ε1  
2

,1-ε1  p-,

a p- 1-ε1  
2 -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,b p- 1-ε1  
2(r+1)-1

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

ε1-
C

σ(m+-1)+m+
p--1

1 C2C3
1
p-  1-

m+
p-

εm--1
2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 }。 (20)

(Ⅱ)估计F
1
1-σ(t)。

由F(t)的表达式可得

F
1
1-σ(t)= H1-σt  +ε∫Ω

utudx  
1
1-σ。 (21)

另一方面,应用Hölder不等式、嵌入Lp(x)(Ω)→
L2(Ω)和Young不等式得到

∫Ω
utudx

1
1-σ
≤ ‖ut‖2‖u‖2  

1
1-σ ≤

(1+|Ω|)
1
1-σ‖ut‖

1
1-σ
2 ‖u‖

1
1-σ
p(x)≤

C4‖ut‖22+C5‖u‖
2

2(1-σ)-1
p(x) , (22)

其中

C4=
(1+|Ω|)

1
1-σ

21-σ  
,C5=

(1+|Ω|)
1
1-σ[2(1-σ)-1]
21-σ  

。

再由0<σ≤p
--2
2p- 、引理1和引理4,可得

‖u‖
2

2(1-σ)-1
p(x) ≤max∫Ω

|u|p(x)dx  
2

p-[2(1-σ)-1] ,

∫Ω
|u|p(x)dx  

2
p+[2(1-σ)-1] ≤

max p- H(t)  
2-p-[2(1-σ)-1]

p-[2(1-σ)-1],p- H(t)  
2-p+[2(1-σ)-1]

p+[2(1-σ)-1]  ·

∫Ω
|u|p(x)dx≤C6∫Ω

|u|p(x)dx, (23)

其中

C6= minp-H(0),1    
2-p+[2(1-σ)-1]

p+[2(1-σ)-1]。
将(23)式代入(22)式得

∫Ω
utudx

1
1-σ
≤C4‖ut‖22+C5C6∫Ω

|u|p(x)dx。

(24)
所以,结合(23)、(21)式和

a1+a2+…+am  l≤2(m-1)(l-1)al
1+al

2+…+al
m  ,
(25)

 

其中

ai≥0(i=1,2,…,m),l≥1,m≥1,
可得

F
1
1-σ(t)≤2

2σ
1-σ H(t)+ε

1
1-σ∫Ω

utudx
1
1-σ  ≤

2
2σ
1-σ H(t)+ε

1
1-σC4‖ut‖22+ε

1
1-σC5C6∫Ω

|u|p(x)dx  ≤
M'2 H(t)+‖ut‖22+∫Ω

|u|p(x)dx  ≤
M2(H(t)+‖ut‖22+‖

Δ

u‖22+

‖

Δ

u‖2(γ+1)
2 +∫Ω

|u|p(x)dx , (26)

其中

M2=2
2σ
1-σmax1,ε

1
1-σC4,ε

1
1-σC5C6  。 (27)

(Ⅲ)爆破的结果。
结合(19)、(27)式得

F
1
1-σ(t)≤

M2

M1
F'(t), (28)

并由Gronwall不等式得

F
σ
1-σ(t)≥ 1

F
- σ
1-σ(0)-

M2

M1

σ
1-σt

 

。

显然,在有限时刻T*满足F(t)→+∞,且

T*≤F
- σ
1-σ(0)

M1

M2

1-σ
σ
,

其中取ε>0使得

F(0)=H1-σ(0)+ε∫Ω
u1u0dx>0。

接下来将证明

lim
t→T*-

F(t)→+∞⇒lim
t→T*-

‖u‖p(x)=+∞。

从F(t)的定义考虑以下三种情况:

情况1 当H(t)→+∞时,引理4得∫Ω
|u|p(x)dx→

+∞,再由引理1得 lim
t→T*-

‖u‖p(x)=+∞。

情况2 当∫Ω
utudx→+∞时,由Cauchy不等式

和嵌入常数为S>0的嵌入H1
0(Ω)→L2(Ω)得

∫Ω
utudx≤

1
2‖ut‖22+

1
2‖u‖

2
2≤

1
2‖ut‖22+

1
2S

2‖

Δ

u‖22。 (29)

再由(8)式和E(t)≤E(0)<E1得

1
2‖ut‖22+

a
2‖

Δ

u‖22≤

1
2‖ut‖22+

1
2‖Δu‖

2
2+

a
2‖

Δ

u‖22+

b
2(γ+1)‖

Δ

u‖‖2(γ+1)

2 =E(t)+
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∫Ω

1
p(x)|u|p(x)dx≤E(0)+ 1

p-∫Ω
|u|p(x)dx,

(30)

结合(29)、(30)式和引理1,若∫Ω
utudx→+∞,则

lim
t→T*-

‖u‖p(x)=+∞。

情况3 当‖

Δ

u‖22→+∞时,由(30)式得

lim
t→T*-

‖u‖p(x)=+∞。

3 爆破时间的下界

接下来我们研究当2<p+<2N-2  
N-4

时,解的爆

破时间的下界。
定理3 若定理2的条件都成立,且

2<p+≤2N-1  
N-2

,

则爆破时间T*的下界满足以下估计

∫
+∞

Φ(T0)

b
C7yp+-1+C8y+C9

dy+T0≤T*,

其中Φ T0  ,C7,C8,C9将会在之后给出。

证明 定义Φt  ‖u‖p+

p+
,求导得

Φ'(t)=p+∫Ω
|u|p+-2uutdx≤

p+ ‖u‖2(p
+-1)

2(p+-1)+‖ut‖22  。 (31)

由嵌入H1
0(Ω)→L2(p+-1)(Ω)得

‖u‖(p+-1)
2(p+-1)≤B

2(p+-1)‖

Δ

u‖2(p
+-1)

2 , (32)
由(30)式得

1
2‖ut‖22+

a
2‖

Δ

u‖22≤

E(0)+ 1
p-∫Ω

|u|p(x)dx≤E(0)+Φt  
p- + Ω

p-
。

(33)
结合(31)—(33)式得

Φ'(t)≤p+B2(p
+-1)2p

+-1a1-p
+

E(0)+Φ
(t)

p- +
Ω
p-

p+-1􀭠
􀭡

􀪁􀪁 +

2p+ E(0)+Φ
(t)

p- +
Ω
p-

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≤C7Φp+-1(t)+C8Φ(t)+C9,

(34)
其中

C7=p+B2 p+-1  2p
+-1a1-p

+
2p

+-2 1
p-  p+-1

,C8=
2p+

p- ,

C9=C7p-  p+-1 E(0)+ Ω
p-

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 p+-1

+C8p- E(0)+ Ω
p-

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。

再利用定理2得

∫
+∞

Φ(Ψ0)

1
C7yp+-1+C8y+C9

dy+T0≤T*,

其中

Φ T0  =‖uT0  ‖p+

p+
。

我们注意到嵌入H1
0(Ω)→L2(p+-1)(Ω)只对2<

p+≤2
(N-1)
N-2

成立,所以我们对2
(N-1)
N-2 <p+ <

2N-2  
N-4

构造一个新的控制函数并应用能量方法得到

下界估计。
定理4 若定理2的条件都成立且

2(N-1)
N-2 <p+<2N-2  

N-4
,

则爆破时间T*的下界满足以下估计

∫
+∞

Ψ(τ0)

1
C14yη(t)+C15yζ(t)+C16

dy+T0≤T*,

其中Ψ T0  ,C14,C15,C16,ζ,η将会在下文给出。

证明 定义Ψ(t)=‖u‖δ
δ,其中δ=2

(N-1)
N-2

,

与(31)式相似,求导得

ΨΨ't  ≤δ ‖u‖2(δ-1)2(δ-1)+‖ut‖22  。 (35)

因为2(δ-1)=2NN-2
,由嵌入H1

0(Ω)→L
2N
N-2(Ω)得

‖u‖(δ-1)
2(δ-1)≤B

2N
N-2‖

Δ

u‖
2N
N-2
2 , (36)

由(30)式得

 ‖

Δ

u‖
2N
N-2
2 ≤ 2

a E(0)+Φ
(t)

p- +
Ω
p-  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

N
N-2

 

, (37)

‖ut‖22≤2E0  +Φt  
p- +

Ω
p-  。 (38)

结合(35)和(36)—(38)式

Ψ'(t)≤C10E(0)+Φ
(t)

p- +
Ω
p-  

N
N-2

+

C11E(0)+Φ
(t)

p- +
Ω
p-  , (39)

其中

C10=δ·B
2N
N-2 2

a  
N

N-2,C11=2δ。

由插值不等式得

Φ(t)≤Bθp+‖u‖(1-θ)p+
δ ‖

Δ

u‖θp+
2 , (40)

其中,1
p+=

1-θ
δ + θ

2N
N-2

。

由2
(N-1)
N-2 <p+<2N2-2  

N(N-2)
,得0<θp

+

2 <1,又

由ε>0的Young不等式,得

Φ(t)≤Bθp+ε
θp+-2

p+ ‖u‖
2(1-θ)p+

2-θp+
δ +Bθp+ε‖

Δ

u‖22≤

Bθp+ε
θp+

p+-2‖u‖
2(1-θ)p+

2-θp+
δ +Bθp+ε2a E(0)+Φ

(t)
p- +

Ω
p-

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

(41)
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取1-Bθp+ε2a
1
p->0,并结合(30)式,则式(41)可变为

Φ(t)≤C12Ψ
2(1-θ)p+

δ(2-θp+)(t)+C13, (42)
其中

C12=
Bθp+ε

θp+

θp+-2

1-Bθp+ε2a
1
p-

,C13=
Bθp+ε2a E(0)+ Ω

p-
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1-Bθp+ε2a
1
p-

。

由定理2得 lim
t→T*+

Ψ(t)=+∞。

结合(39)、(42)和(43)式得

Ψ'(t)≤C14Ψη(t)+C15Ψζ(t)+C16, (43)
其中

ζ=
2(1-θ)p+

δ2-θp+  
,η=

Nζ
N-2

,

C14=C10·2
N

N-2-1
1
p-  

N
N-2
·C

N
N-2
12 ,C15=

C11C12

p- ,

C16=C10·2
N

N-2-1 E(0)+ Ω
p- +C13

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

N
N-2

+

C11 E(0)+ Ω
p- +C12

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

由不等式(43)得

∫
+∞

Ψ(T0)

1
C14yη(t)+C15yζ(t)+C16

dy+T0≤T*,

其中

Ψ T0  =‖uT0  ‖δ
δ。
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Abstract: In
 

this
 

paper,
 

we
 

study
 

the
 

blow
 

up
 

properties
 

of
 

solutions
 

of
 

a
 

class
 

to
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equations
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variable
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source
 

terms.
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by
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and
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functions.
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blow
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